
第七届“帆软杯”东南大学大学生程序设计竞赛

专业组

正式题解

计拔 2025 级　 LgxCute

首先，感谢朋友们的参与！

本次专业组的题目相对基本。ChatGPT 5 Thinking 能稳定解决 12 道题中的 11 道。

注意题目不是按难度排列的。

A 宠物店 (easiest)

全局、每行和每列各维护一个标记，初始时均为 0。全局加 k 时，全局的标记加 k；第 x

行加 k 时，第 x 行的标记加 k；第 y 行加 k 时，第 y 行的标记加 k。

那么，第 x 行第 y 列的数 = 全局的标记 + 第 x 行的标记 + 第 y 列的标记。

注意使用 64 位整数（如 C/C++ 中的 long long）。

时间复杂度为 O(m)。

B 广义线段树 (medium-easy)

本题的 idea 来自 shigure，由笔者进行了加强。

线段树节点 p 在区间 [li, ri] 的 visit 过程中被访问，首先要求 [Lp, Rp] 与 [li, ri] 有交，即

li ≤ Rp 且 Lp ≤ ri；其次，若 p 有父节点 fa，还要求 [Lfa, Rfa] 不包含于 [li, ri]，即“li ≤ Lfa

且 Rfa ≤ ri”不成立（值得指出的是，若引号内的条件成立，则开头的条件也成立）。

对于每个线段树节点 p，在平面直角坐标系 xOy 上放一个第一类点 (Lp, Rp)，若 p有父节

点 fa 则再放一个第二类点 (Lfa, Rfa)。那么，区间 [li, ri] 在 visit 过程中访问的节点个数 = 矩

形“1 ≤ x ≤ ri 且 li ≤ Rp ≤ n”内（含边界上，下同）的第一类点的个数 − 矩形“li ≤ x ≤ n

且 1 ≤ y ≤ ri”内的第二类点的个数。这两类点各成一个二维数点问题。

对偶地，对于每个区间 [li, ri]，在平面直角坐标系 xOy 上放一个点 (li, ri)。那么，线段树

节点 p 在全部 m 次 visit 的过程中被访问的次数 = 矩形“1 ≤ x ≤ Rp 且 Lp ≤ y ≤ n”内的

点的个数 − 矩形“1 ≤ x ≤ Lfa 且 Rfa ≤ y ≤ n”内的点的个数（其中 fa 表示 p 的父节点，若

不存在则忽略此项）。这是一个二维数点问题。

离线下来进行扫描线，使用树状数组支持单点加、区间求和即可。

时间复杂度为 O
(
(n+m) logn

)
。
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C 地球上最后的夜晚 (medium)

本题的 idea 来自 sjcx，笔者给出了证明。

不妨考虑删除哪些边。方便起见，我们重新叙述题意，以后都基于此进行讨论：

转化后的题意　选择若干条边，作为原题中删除的边（即原题中不选的边）。对于原图中

的偶度点，要求有奇数条以它为端点的边被选，以后称之为 .奇 .点；对于原图中的奇度点，要求
有偶数条以它为端点的边被选，以后称之为 .偶 .点。在满足上述要求的前提下，要求选择的边
的编号尽可能大（严谨地说，选择的边中编号第一小的边的编号尽可能大，在此前提下选择

的边中编号第二小的边的编号尽可能大，以此类推，注意不存在视作无穷大）。

首先，对于原图中的每个连通块，其内部的奇度点个数必须是偶数，否则无解。

我们断言，只要满足这一条件，便有解。对于每个连通块，考虑取其任意一棵生成树，把

能选择的边限定在树边中。容易发现：

引理 1 　对于任意一棵树，任意规定其上偶数个节点为奇点，其余节点为偶点，都存在
且仅存在 .唯 .一 .的 .选 .边 .方 .案，满足奇点和偶点的要求。

证明　一方面，如果一条边两侧的子树各有奇数个偶点，那么这条边必须被选，因为不

选相当于把问题分成两个无解的子问题。另一方面，选择全部满足上述条件的边是一个合法

的选边方案，因为每个奇点有奇数个邻接子树包含奇数个奇点，每个偶点有偶数个邻接子树

包含奇数个奇点，所以奇点有奇数条邻边被选，偶点有偶数条邻边被选。

可见，上述选边方案是 .唯 .一 .的 .极 .小 .选 .边 .方 .案，这对本题来说其实足够了。更进一步地，下
证它是唯一的选边方案：假设存在另一个选边方案，其必然是在极小选边方案的基础上多选

了若干条边。这些新选的边的导出子图是由若干棵节点数 ≥ 2 的树构成的森林，其中存在度

数 = 1 的节点。这样的节点在原来的树中显然不满足奇点和偶点的要求，与假设矛盾。■

由此可知，断言成立。同时，不难想到：

引理 2 　对于每个连通块，把边按编号从大到小排序后进行 Kruskal 算法，得到一棵生
成树，其唯一的选边方案即为所求。

证明　设得到的生成树所包含的边的编号从小到大依次是 id1, id2, · · · , idk。

归纳地，假设已证在编号 ≤ idi−1（1 ≤ i ≤ k；特别地，规定 id0 = −∞）的边中应选
id1, id2, · · · , idi−1。首先，不选编号在 (idi−1, idi) 内的边仍然有解，故不选。其次，若不选编

号在 (idi−1, idi) 内的边，则编号为 idi 的边必须被选，因为由 Kruskal 算法的过程知去除编号
更小的不选的边后它是一条割边，由引理 1 的构造方法知它两侧的连通分量各有奇数个奇点，
不选相当于把问题分成两个无解的子问题。因此，编号 ≤ idi 的边中应选 id1, id2, · · · , idi。

最后，由 Kruskal 算法的过程知 idk 就是连通块中编号最大的边的编号。■

综上所述，对于每个连通块，把边按编号从大到小排序后进行 Kruskal 算法，得到一棵
生成树，用引理 1 的构造方法得到其唯一的选边方案，这里选择的边就是原题中不选的边。

时间复杂度为 O
(
n+m · α(n)

)
。

Remark 　根据断言，按编号从小到大依次判断每条边能否不删除也是可行的，但一般
需要使用复杂度稍劣或常数巨大的数据结构，实现复杂且难以通过本题。
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D 孤独之歌 (medium-easy)

本题的 idea 来自 sjcx。

考虑在末尾添加一个字符时暂不区分它是操作 0还是操作 1。对于任意一个操作序列，每
个添加操作所对应的字符是否被保留到最后是确定的。若被保留到最后，则它是操作 0 还是
操作 1 也是确定的；若未被保留到最后，则它既可以是操作 0 也可以是操作 1，不妨在删除
它的操作 B 处再区分。

基于这样的想法，考虑动态规划，记 f [i][j] 表示用 i 次操作打出一个确定的长度为 j 的

字符串的方案数。初始时，f [0][0] = 1。采用“刷表法”，f [i][j] 的转移如下：

• 在末尾添加一个字符：加给 f [i+ 1][j + 1]。

• 操作 B：

– 若 j > 0，乘 2 加给 f [i+ 1][j − 1]。

– 若 j = 0，加给 f [i+ 1][0]。

时间复杂度为 O(n|S|)。

Bonus (medium-hard) 　 ChatGPT 指出，本题还存在 O(n) 的算法。

记 opi（1 ≤ i ≤ |S|）表示所对应的字符被保留到最后作为 Si 的添加操作。

在 opi 与 opi+1（i = 1, 2, · · · , |S| − 1）之间、op|S| 之后，可以插入一个“括号序列”（以

添加操作为“左括号”，操作 B 为“右括号”，每对“括号”使系数乘 2）。设其普通生成函数

为 G(x)，xk 的系数表示长度为 k 的“括号序列”的系数之和，有

G(x) = 2x2G(x)2 + 1

（第一个“左括号”与它所对应的“右括号”之间、“右括号”之后各是一个“括号序列”；注

意此处的“括号序列”可以是空的，还需要补上 x0 的系数 1）

在 op1 之前，可以插入任意多（可以是 0）个“括号序列”和操作 B。设其普通生成函数
为 H(x)，xk 的系数表示总长度为 k 的“括号序列”和操作 B 的拼接的系数之和，有

H(x) =
(
2x2G(x) + x

)
H(x) + 1 =⇒ H(x) =

1

1− x− 2x2G(x)

（考虑第一部分是一个“简单括号序列”还是一个操作 B；此处的“简单括号序列”指无法被
划分成多个“括号序列”的“括号序列”，这样规定是为了避免重复计数）

那么，答案 ans = [xn]x|S|G(x)|S|H(x) = [xn]
x|S|G(x)|S|

1− x− 2x2G(x)
。

由 G(x) = 2x2G(x)2 + 1 =⇒ 1 = 2x2G(x) +
1

G(x)
=⇒ 1− x− 2x2G(x) =

1− xG(x)

G(x)
得

ans = [xn]
x|S|G(x)|S|+1

1− xG(x)
= [xn+1]

(
xG(x)

)|S|+1

1− xG(x)
= [xn+1]

∞∑
k=|S|+1

(
xG(x)

)k
记 F (x) = xG(x)，Φ(u) = 2u2 + 1，有 F (x) = xΦ

(
F (x)

)
，由 Lagrange 反演得

[xm]F (x) =
k

m
[um−k]Φ(u)m =


k
m

(
m

m−k
2

)
2

n−k
2 n− k 是偶数

0 n− k 是奇数
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因此，ans =
∞∑

k=|S|+1

[xn+1]F (x)k =

⌊n−|S|
2 ⌋∑

i=0

n+ 1− 2i

n+ 1

(
n+ 1

i

)
2i。
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E 可靠的猪宝宝 (medium-easy)

这是一道典型的数位统计类动态规划题。首先，[L,R]的答案 = [1, R]的答案 − [1, L− 1]

的答案。下面，我们讲述怎么求 [1, N ] 的答案.

暂时忽略额外的要求，考虑怎么求
N∑

x=1

2025x。下称十进制表示中位权为 10i 的位为第 i

位，设 N 的最高位为第 m 位，N 的第 i（0 ≤ i ≤ m）位是 Ni。记 f [i][0/1] 表示“只考虑

第 i ∼ m 位（这些位全部相同的只计一次），这些位是否（是对应 1，否对应 0）全部与 N 相

同”的 2025x 之和。初始时，f [m+ 1][1] = 1。采用“刷表法”，转移如下：

• 对于 f [i][0]，枚举 d = 0, 1, · · · , 9，乘 202510
i−1d 加给 f [i− 1][0]。

• 对于 f [i][1]：

– 枚举 d = 0, 1, · · · , Ni−1 − 1，乘 202510
i−1d 加给 f [i− 1][0]。

– 对于 d = Ni−1，乘 202510
i−1d 加给 f [i− 1][1]。

这里用到的 202510
i−1d 可以 O(m · base) 地递推出来，其中 base = 10。

最后，
N∑

x=1

2025x = f [0][0] + f [0][1]。

对于额外的要求，只需额外增加状态维度，以把计数对象进一步分类。通过状态，要能

判定计数对象是否满足要求。状态及其之间的转移，本质上构成确定性有限状态自动机。

对于“2, 3, 5, 7 都不是 x 的约数”，直接的想法是记录模 2, 3, 5, 7 的结果，但这样的状态

数稍多。容易想到，是不是 2 和 5 的约数只与个位数有关，因此只需记录模 3 和 7 的结果。

对于“x 对应的数字串不存在子串 2025”，只需记录 2025 的“KMP 自动机”（即单模式
串的 Aho-Corasick 自动机）的状态，规定不允许转移到表示匹配成功的状态即可。

时间复杂度为 O(|Q| · base · logR)，其中 |Q| = 3× 7× 4 = 84。
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F XCPC 重开 (medium-easy)

我们先说明一个基本事实：

基本事实　存在最优策略，满足：做数字编号为 i 的题花费恰好 ti 分钟；比赛中做题的

时间是一个前缀；做同一道题的时间是连续的；在要做的题中，先做 ti 小的，再做 ti 大的。

证明　下证任意不满足上述条件的策略都可以被调整成满足上述条件且不劣的策略：

首先，若做数字编号为 i 的题花费小于 ti 分钟，由于未通过，还不如不做；若花费大于

ti 分钟，由于花费 ti 分钟就能通过，超出 ti 分钟的时间可以节省下来。

其次，若比赛中做题的时间不是一个前缀，则把做题的时间向前调整更优。

再次，设通过的题目按通过时间从小到大排序后数字编号依次是 p1, p2, · · · , pm，则通过

数字编号为 pk（k = 1, 2, · · · ,m）的题的时间不早于第
k∑

i=1

tpi 分钟，采用“做同一道题的时间

连续”的策略时都取到最小值。因此，罚时最少是
m∑
i=1

(m− i+ 1)tpi +
m∑
i=1

dpi。

最后，若 p1, p2, · · · , pm 不是按 tpi 从小到大排序的，则存在 i, j 满足 i < j 且 tpi > tpj。

因为 (m − i + 1)tpi + (m − j + 1)tpj > (m − i + 1)tpj + (m − j + 1)tpi，所以交换 pi 和 pj 更

优。又因为每次交换都会使这样的逆序对减少，所以经过有限次交换调整便会完成。■

基于此，先把题目按 ti 从小到大排序。考虑动态规划，记 f [i][j] 表示“考虑排序后的前

i 道题，做题花费 j 分钟”的最优结果。这里的结果包含两个关键字——第一关键字是通过的

题目数量，第二关键字是罚时。采用“刷表法”，分做和不做两种情况转移即可。

为了输出方案，还需记录每个状态的最优结果是从哪转移过来的，最后倒推回去。

时间复杂度为 O(
∑
n · timeLim)，其中 timeLim = 300。

Remark 　按 ti 排序后直接贪心是错误的。ti 较小的题目的 di 可能很大。

G 礼物 (easy)

记 sumk =

(
k∑

i=1

ai

)
mod n（0 ≤ i ≤ n）。它有 n+ 1 项，取值却不超过 n 种。

由鸽巢原理，存在 x, y（x < y）满足 sumx = sumy，即

(
y∑

i=x+1

ai

)
mod n = 0。

为每种取值都开一个桶即可。

时间复杂度为 O(n)。

Remark 　简单的随机算法一般是错误的。设 n = 2(2k + 1)，p = 2(k + 1)，假如序列 a

中有 2k + 1 个 p 和 2k + 1 个 1，由于 gcd(2k + 1, k + 1) = 1，唯一的方案是选 2k + 1 个 p。
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H 概率论 (medium-easy)

记 pi 表示经过第 i 级台阶的概率，即“概率树”上状态为“在第 i 级台阶”的节点的概

率之和。p0 = 0，p1 = 1。对于 i ∈ {2, 3, · · · , n− 1}，考虑状态为“在第 i 级台阶”的节点的

父节点，状态为“在第 i − 1 级台阶”的节点有一个概率为自身的 1
2
的状态为“在第 i 级台

阶”的子节点，状态为“在第 i− 2 级台阶”的节点有一个概率为自身的 1
2
的状态为“在第 i

级台阶”的子节点，所以 pi =
1
2
pi−1 +

1
2
pi−2，/即[

pi

pi−1

]
=

[
1
2

1
2

1 0

][
pi−1

pi−2

]
= · · · =

[
1
2

1
2

1 0

]i−1 [
1

0

]

考虑到 m 是十进制大整数，可以递推出

[
1
2

1
2

1 0

]
在模 109 + 7 意义下的 10i 次幂。

当然，也可以直接推导 pi 的通项公式，这在高中数学范围内。

特别地，pn = pn−1 +
1
2
pn−2。由实际意义，pn = 1，因此特判 n = m 的情况即可。

时间复杂度为 O(logn)。

I 心意不尽，前程已近 (medium-easy)

首先，考虑“对于点集的任意一个子集，两端都在子集内的边（无论是否已定向）的条数

不超过子集的大小”的含义。这一特殊性质说明，每个连通块的节点数都不超过边数，即每

个连通块都是树或基环树（忽略边的方向，下同）。由于其导出子图的每个连通块也都是树或

基环树，这一特殊性质其实是“每个连通块都是树或基环树”的等价表述。

处理基环树，常使用类似于拓扑排序的方法不断剥离叶节点，最后剩下环。

对于每个环，由于它成为有向环只有两种可能，容易求出它的合法定向方案数。

答案 = 各个环的合法定向方案数（无未定向边则为 1）之积 × 2不在环上的未定向边数。

时间复杂度为 O(n)。

J 新鲜的日子和可爱的日子 (easy)

假设 S 由长度为 l1, l2, · · · , lk 的段依次构成，同一段内字符相同，相邻段间字符不同。在
第 i 段中，若 li ≥ 2 则有 2 个新鲜的日子和 li − 2 个可爱的日子，若 li = 1 则都没有。

若 m1 是奇数，无解；否则，恰有
m1

2
个长度 ≥ 2 的段，暂且认为它们的长度都是 2。

若 m2 > 0 但 m1 = 0，无解；否则，向长度 ≥ 2 的段中加入 m2 个字符。

最后，加入 n−m1 −m2 个长度为 1 的段。

时间复杂度为 O(n)。
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K 无聊的猪宝宝 (easy)

可以用两个集合的容斥原理来计算答案。

把 a1, a2, · · · , an 划分成 m 段，相当于从 n − 1 个邻项之间的间隙中选 m − 1 个插入隔

板。设满足 ai > ai+1 的间隙有 x 个，满足 ai < ai+1 的间隙有 y 个。

要使条件 A 成立，必须且只需在满足 ai > ai+1 的间隙插入隔板，方案数为 2n−1−x。

要使条件 B 成立，必须且只需在满足 ai < ai+1 的间隙插入隔板，方案数为 2n−1−y。

要使两者同时成立，必须且只需在满足 ai ̸= ai+1 的间隙插入隔板，方案数为 2n−1−x−y。

所以，答案是 2n−1−x + 2n−1−y − 2n−1−x−y。

时间复杂度为 O(n)。

L 量子计算程序设计 (easy)

这是一道诈骗题。

一个 SWAP 门可由两个 CNOT 门拼成。先 CNOT 1 3，再 CNOT 3 1 即可。

选手也可以借助 |ψ2⟩，实现略微笨拙的算法，或在制备 Bell 态后进行隐形传态。
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